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Abstract. Wedevelopthenotion ofperturbationsof Lie Superalgebrasin termsof
infinitesimals.Wesolvetheclassicalequationof deformation,by usingperturbations.
Weare interestedin therigid LieSuperalgebrasandwegivesuchaLiesuperalgebra,
in all dimensions.

INTRODUCTION

LesdeformationsdessuperalgèbresdeLie sontnaturellementlièesa bon nombrede
problèmesenphysique[L]. Orle cadregéndraldela théoriedesdeformationsestessen-

tiellementformel: unedeformationd’uneloi de superalgèbredeLie p~estdonnéepar
unesérieentièreformelle ~ = + ~ t’~. Outreleproblèmedeconvergencedccette

i>0
série,I’équation desdeformationsc’esta dire le systèmedesequationsportantsur les
applicationsço~et donnantles conditionsnécessairesetsuffisantespourque~ soitune

superalgèbredeLie, est équivalentea ladonnéed’une infinite d’équations.On propose
ici uneapprochedquivalentepour lesdeformationsconvergentesmaisd ‘un pointde vue
infinitesimal. Dansce casIc systèmecorrespondanta l’équationdesdeformationsest

de rangfini ce qui permetde trouverun nombrefim de conditionsnécessaireset suffi-
santespourqu’unedeformationinfinitésimale,appeléeici perturbation,soit une loi de

superalgebrede Lie. Danstout cctravail les superalgèbresde Lie sontcomplexesetde
dimensionfinie.
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I. LA VARLETE DES SUPERALGEBRES DE LIE

Surl’espacevectoricl ~ considCronsuneZ2-graduation iIxèc:

= V0 w V1

Une vecteur X dc ~F’~dans V0 (rcspV1) est dii homogènede degrC O(rcsp de

degrC 1) ci on notera d(X) = 0 (resp.d(X) = 1).

I. DEFINITION. Soit ~i oneapplication bilinCairc sur ~ ‘~ a valcur.cdans r ‘~. On dii

quc j.~estoneloi desuperalgébredc Lie si on a:

1.

2. ~i( X, Y) = — ( — I) d( X ) d( Y) /L( Y,X) oé X Ct Y sonthornogOncs

~ (_Ud~Y)i~(X b~(Y, Z)) + (_ 1)d(Y)d(X)~(y ~i( z, X)) + (— ])d(Z)d(Y)

,a(ZJL(X,Y)) 0 oésontX,Y,Z son!desvecicurshomogèncs.

Ceuedcmièrcconditionest appelCcla conditionde Jacobi.

2. La variété L~q.

ConsidCronslagraduationcF~= VOWVI ctsupposonsquedim V0 = p ci dim V1 =

q. On supposecettegraduationfixCc ci on note L~ql’enscmblcdes lois dessupe-

ralgèbrcsde Lie sur = V0 ~ V1 On noteraègalemcni

A~q= : ~ x ff~fl ~ bilinéairc verillant Ics conditionsI 2 }

Soit (e1 e~,e’1 ,... e~)unc basehomogèncde C’~ associcca Ia graduation

fixéc. Soit ~.tE ci posons:

= ~C~ek 1 ~ <j <p

~(e,, e~)= ~ e,) = ~ D~e~ I = I pet j = I ,..., q

~E~.ek I <~<j <q

On ales relations: = —C~ci E~= E~,.
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LesconditionsdeJacobiimpliquent:

~(c~c:L+c]kc~+cL~c;l)=o 1<i<j<h<p,s=l,...p

k=l...q;s:1...q;

~j ~

~ l�k�p

Cesequationsmontrentquc ~ estmunied’unestructuredevanétéalgébriqueplongée

dans cJ1N avec N = p2 (E~~L)+2pq2. Si onfait = = 0, onobtientunesous-
varietealgebriquede ~ isomorphealavariete L~deslois d’algèbredeLie sur

Soit f un isomorphismedu supcrespacca”. Alors si p esttine loi dans ~ on

définit la loi p~isomorphea p via I’isomorphismef parla relation:

p
1(X,Y)=f~opo(f(X),f(Y)) XetYE (“.

Notonsque si d(X) = d(Y) = 0 alors p~induit sur V0 tine loi d’algèbrcdeLie

isomorphea Ialoi p induite sur V0.

On notera0(p) l’orbitc de p dans L~. C’est unevariétédifferentiable.

II. PERTURBATIONSDE SUPERALGEBRESDE LIE

Classiquement,l’étudedu comportementdespointsvoisinsd’unpointdonnésc fait a
l’aide delanotiondedeformation.Ici, l’approcheest differcntc. Bienquenoireobjectif
restele méme,etudedu voisinaged’un pointdonne,etudede la geometrictangentea

Ia notiondebaseest la notion<<non standard>>deperturbationsqui décritparfaite-
mentccqu’csttin point infinimentproched’un point standard.

Plaçons-nousdonc dansle cadreNON STANDARD desensemblesintemeslie a la

théorieaxiomatiqueI.S.T. ([L.G])
Rappelonsbrièvementles résultatsprincipaux:

— Un elementinfinimentpetitdans ~ est un element z vérifiant Izi < a pour
tout a reelpositif standardnon nul



586 MICIIEL

— Un vectdur v = ,.., v,,) dc ~ avcc n standardcst inhinimcnt petit (on

écrira v 0 ) si chaquccomposantev
1 estinfinimentpetite.

— Un vccteur v = (v1, •, v,,) dc ~ dont aucunccomposantev~n’cst infiniment

grandc(i.e. I /v~~ 0) cstdit limitC. Danscccasil existetin uniquevcctcurstandard~v

(appelCombrede v) dont Ics composantessont lesombrcs des u1 : = (°v1, .,

avcc ~ standard,uniquect infiniment prochede v,.

Danstout cc qucsuit, noussupposeronsn standard. Ccci impliquc quc Ia vanCté

algébriquc L~ eststandard.Ainsi l’ewdc deslois dc ~ estéquivalcnica l’Ctudc

despointsstandarddc la vanetestandardL~q.

I. DEFINITION. Soit p0 uneloi standarddans L~4On dit qu ‘unc loi p dc L~qest

uneperturbationde p~si Ofl a: p( X, Y) ~ ( X, Y) pour tout vccicur X Ci Y

standarddans (F”.

On notcra p ~ Rcmarquonsquc p ci p~soni, en tant que vecicursde A~q,

infinimentproches.

Decompositiond’une perturbation

Le théorèmcde decompositiond’un point infinimcnt petitdansun cspacevectoriel

standardétablidans [C1 I s’énonccici dela façonsuivantc

THEOREME. Soil p onepcrturbation d‘oneloi standardp~dans Alors on a Ia

decompositionsuivante:

ppo+ctcoI+~Ic2co2+...+E1...ckcok.

oâ les élémentsc~son! complexesci infinimeni petits Landis quc Ics vectcurs

(~,. . . , ~) dc A~qsoft linéaircmentindépendantsci standard.

CommechaqucélCmcnt tp~cst dans l’espacestandard~ Ia longucur k de la

perturbationp correspondantau nombredes c, non nuls est finic et standard.C’est

probablementlà queresidela differenceimportantccntrc les notionsdc perturbations

et cellesdedeformations.Notons,toutefois,qu’il estpossibled’Ccrirc une perturbation
commeuneséneinfinic dont le paramètre~ estinfiniment petit. On pcrd danscc cas

l’indépendanccdescoefficients p~.

3. Equation desdeformations. Equation desperturbations

Commençonsparquclquesnotations:
Soient ço~et tp2 dansA~q.On note çe~° ~ I’applicationtrilinCaire dCfInie par:
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‘Pi ° ‘P
2(X,Y,Z) = ( 1)d(X)d(Y) c01(’p2(X,Y),Z)+ (_1)d(Y)d(Z)

~p1(~p2(Y,Z),X) + (_I)d(z)d(x)’p1(’P2(Z X), Y) + (...1)d(X)d(Y)

‘p1(~p2(X,Y),Z) + (_1)d(Y)d(Z) ‘p2(’p1(Y, Z), X) + (1)d(Z)d(X)

øà X,Y,Z sonthomogenes.
Ccci étant,soit p E L~.Notons H’(p,p)(i = 0,1) lcsespacesdecohomologies

associéesa p. Alorspouriout ‘p E on a p~op~E B~(p0, p~)(L’étudegénérale
desespacesH est faite dans[F]).

Considéronsa presentuneperturbationp d’uneloi standardPo de L~et suppo-
sonsquesadecompositionsoil de Iongueur k:

P = Po + Ci’Pi + .. . +

Commep o p = 0, on obtient:

Po °Po= 0

Po o’Pj + C2PO oço~+ C2C3p0 0’P3 + ...+ e2 .•Ckpo O%Ok+

~I’Pi 0 ‘Pi + 0 ‘P2 + + . . . c~ço~o

0 ‘P2 + C1C2 . . . Cki’Pk 0 ‘Pk = 0

Commeles c, sontinfirtiment petits Icpremiermembrecorresponda tin vecteurlimité
(dans I’espacestandarddesapplicationstrilinéaires).Commeil estnulsapartiestandard

0 est identiquementnulle. On obtientle systèmesuivant:

Po°’P1
0 i.e. ço~ EZ~(p

0,p0)
~ �~‘P~‘Pt + 0 ‘P2 + .•. + c1f2 . . . �~ço0
~ 2 2 2

f1C2’p2 ° ‘P2 + ~I~2 . 0

Cettedcmièrerelationcst appelecI’equation desperturbations.C’est uncrelation line-
aireentrcles vecicursstandard~ 0 ‘Pt~-~-i-~0 ‘Pk a coefficientsinfinimentpctits.

4. Interpretation de l’equation desperturbations

Cetteequationdonneles conditionsnécessairesct suffisanicspourquc les applica-

tions bilinéaircsstandard ‘p~dontle ‘p~ vérific: 2ó~’p~= = 0, soicntles
composantcsdc ladecompositiond’uneperturbationd’uneIoi standardPo donnée.
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Or Ic premiertcrmc ~ d’uncperturbationp dc p~corresponda un vecteurtan-

gent du conedestangentcsen Po a la variCté algébriqucL~q.L’équation despertur-

bationss’intcrprètcdonecommel’équationdonnantIcs conditionsnécessairesct sufli-
santespourqu’unvcctcurtangent<<formel>> du plantangentdeZariski:

= ~ o}

soitun vcctcurtangentdu cOnedestangentes.Elle décritainsi Ia géomctnetangcnteen

Po ~ L~. Notonsquc lesrelationscntrc lcs infiniment pctits c~qui sedéduiscntde
cetteequationdonnentIccomportementanalytiquedelavariCtC algCbriqucL~

0autour

du point Po (cctteinterpretationestdécritedans [C1 I).

5. Perturbation de longueur Un: equation desgeneratrices

Soit p uneperturbationde p~de longucurI. On a

= +

avcc ‘p~ standard.Le système(D) se rCduit a:

Po OQ~ = l/26.~’p~ 0, ‘‘Pt o’P~ —~•

Un tel vccteurtangent~p en Po ~ L~qestvecteurdircclcurd‘unegénCratriccpassant

par Po

6. Perturbation delongueur2

Soit p = p~+ + uneperturbationde longueur2 de Po~Lc système

(D) se réduita:

Po ~ = 1/26~6~= 0.

C~’P~0’P~ + C1E~’P2°‘P2 + �2P0 0’P2 = 0.

Lcs vcctcursstandard (~ ~ cp1,(p1 0 ‘P2’P2 0 ‘P2Po ° ‘Pa) engendrentdone des

applicationstrilinéaircs. Si dim P2 = 3, iI existe a un scalairemultiplicatif prés,

unc unique combinaisonnullc ~ a,1p~0 + ap0 a p2 = 0 avcc a,) a standard

I < i <1<2 Ainsi ~ = ~a11,E1�2 = ~0I2 )~0,r, 0 ccqui estimpossible.

D’oO dim P2 <2.

Si dim P2 = 2 ii cxistc un systèmestandardde deux equationsIinCaircsa coeffi-

cientsstandardcntrc nosvcctcurs. CommcprCcCdcmmcnton montre queccci estim-

possible.

Ainsi dim P1 = 1 (si dim P1 = 0 on cst ramenCauxperturbationsd’ordrc I) cc

qui implique quc p~0 = 0, ct estun géneratcurdc P2
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PROPOSITION. Un vecteursp~dansZ
2(i~ Po) estic premiertermed ‘uneperturba-

tion delongueurdeuxsiet seulementsi, ii existe‘p e ~ telleque

‘P1 0’Pi = a&~’p
2,

.

‘P2 0’P2 = C5~,’p2.

Dans[F] une interpretationdes ço~0 ‘P1 estdonnée(dansIc cadredesdeformations)
entermede produitdeMassey.Soit H~(p0,Po) Ia cohomologie1-graduCede La su-
peralgèbredeLie Po EnparticulieronaH?(p0,po) =

Si onnote [ ] les classesdecohomologiedans Hr( Po ,Po), alors ‘P1 °‘P1 = a~‘P2

implique [‘Ps~ ‘Pr] = 0 que l’on notera [tp~] = 0 (2° produit dc Massey). La
propositionprécédentepetit s’énoncerdelamanièresuivante:

PROPOSITION. Un vecteur‘Pi duplandcZ.ariskiZ
2(p

0,p0) en Po a L~~qestle

premierteimed’uneperturbationdeIongucur2sietseulementsion a:
1) [‘p~] = [c~4I = [‘Pt]= 0 oil [p’j I désigneIc ~ produit deMasseydans

H~(p0,p0).
2) Lc rang desreprésentantsdes[p’~] i = I , 2, 3 dan.sB?( i-~~, Po) estégal

àl.

REMARQUE.Comme ‘P2 estunreprésentantde ‘Pi °‘Pi, le troisièmeproduitdc Mas-

sey corresponda la classede ‘Pt 0 ‘P2; cette demièreétantnulle on peutdeterminerle
quatrièmeproduitqui est défini dansnotrecasparlaclassede ‘P2 0 ‘P2

7. Casgénéral

Nousavonsvu quel’équationdesperturbationsse représentaitcommetine equation
linéaireacoefficientsinfinimentpetitsentreles vecteurs‘P~0 p, etles vecteurs2 ~ ‘P~

= Po 0 ‘P~• Onva dormerapresentl’equivalentstandardde cesrelations.

THEOREME.Soit p oneperturbationdelongueurk de Po dan.s L~8.AlorsIc rang
desvectcurs(‘p,o ~ i = 1,...,k f � i estégalaurangdcsvecteurs

(‘p~o’p1) i=l,...,k, i<.j<k—l.

En effet soit w tine formelinéairenon nulle dont le noyau contient les vecteurs

(‘P,o’P~) 1 <i<k, i_<1�k—l. Ona:

0=e1 ...ctW(49t o’pk)+ C1C~.fkW(’p2 0’pk)+ ...+

ClC~- e~w(’p~~ ‘Pk) + c2w(p0 0 ‘P2) + . . . + C2 . . .CkW(/.LO 0
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En simplifiant par ic pluspetit en moduledes infinimcnt petitset en prenantIa partic

standardon obtient:

w(é~
0’p2)= ... = w(~’p~)= 0 ~ = ... = ° = 0

Cesvcctcurssontdans Kcrw d’oO le thCorème.

COROLLAIRE. Silesvecteurs(‘Ps 0 ‘P,~~ ‘ps) j = I,. . . k, k � I � i son!reliCspar

1 ‘equationdesdeformations,alors le rang r decesvecteursvCnfic: r < k(k — I) /2.
.

REMARQUE. Si Ic rang r cst tel que r < (k — l)( k — 2)/2 alorson peut trouverunc

perturbationp2 delongueur(k — I) tell que ‘Pi soitlc premiertcrmcde ceticpertur-

bation. Ainsi par induction, afin dc décrircl’équation desperturbationsdc longueurk,

on peutsupposer

(k—I)(k—2)/2 <r<k(k—l)/2

THEOREME. Les conditionsnécesswresci sufuisantespourqu ‘on vcclcur ‘P1 Cc I ‘c-

spaceZ
2(p~, Po) soil lepremieriermed‘uneperturbationdelongucur k ci Ccrang

k(k— I)/2 son!:

1) f’p~]= 0 s= 2,2k oO [p3] dCsigneics-ièmcproduiidcMasscydc

[‘p1.
2) Le rangdesrcpréscntantsdansB?(po, Po) dechacundesproduitsdc Massey

(poors=2,...,2k) cstegaiàk(k—I)/2.

La demonstrationestanaloguea cdllc dévcloppéedansIc caspartiulier k = 2.

REMARQUE. Dansl’approchcclassiqucdedeformationsp
1 = + t’~,, l’Cquaiion

desdeformations(Pt °Po= 0) esi foimellemcntéquivalenteau systèmemimi d’Cqua-
tions p~0 ‘P, + ~ ‘P~0 = 0 Dansle caso~Pt converge,ccsystèmeestd’alrès Ic

théorèmeprécédcntequivalenta un systèmefini de rang k( k — I )/2.

III. SUPERALGEBRES DE LIE RIGIDES

I. DEFINITION. So]! p~onesupera]gCbrcdeLie standardda.ns L~5.On dii que Po
cstrigide si touteperturbationp dc Po esiisomorphca p0
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Considéronsl’orbite 0(po) de Po dans ~ C’est tine sous-varieterégulièrede

Lp”,q. Sitouteperturbationp de Po estdansO(Po) alorsiehaloh(p
0) = E Lp”,q/

~ po} est contenudans O(po) cc qui montreque
0(Po) estunouvert (pourla

topologieinduitcpar (FN) de Lp”q. Notonsque Iatopologiedéfinieici n’estpasla to-

pologiedeZa~iski.Mais, commelecorpsderéférenceest (F, si O(Po) estouvcrtpour
la topologiemetrique,elle est aussi ouvertepourla topologiede Zariski. On retrouve

donela notionclassiqucderigidité. Ccciétant,Si O( Po) esi ouverte, O(Po) estune
composanteirréduciiblcde L~- Ainsi il n’existe,pour n,p, q fixes,qu’un nombrefini

declassesd’isomorphiedesupcralgèbresde Lie rigides.Via le principedu transfert,la
determinationdeslois rigidesestequivalencealadeterminationdesloisrigidesstandard.

2. Exemplesde lois rigides

PROPOSITION.Dans L~,~ ii n ‘y a qu ‘one sculeclassedesuperalgèbredc Lie rigide.

EIIe corresponda Ia loi:

p
0(X1,X2)= X1 p0(X2,Y1)= —Y1/2; p0(Y1,Y1)= X~.

En effecttouteloi dansL~1est isomorphea l’unedes lois suivantes:

~.4(X1,X2)=X1 p~(X2,Y1)=~Y1 ~4(Y11Y1)=0

= Xt; p2(X2,Y1)= —Y1/2; p2(Y1,Y1)= X1

p3(X1,X2)=0; p3(X2,Y1)=0;
p4(X11X2)=0; p4(X21Y1)=O;
p5(X1,X2) = 0; p5(X2,Y1)= p5(Y1,Y1)= 0

Chacunedeslois p2( i = 3 , 4 , 5) se perturbedansuric loi isomorphe~ et P2 ne

peut seperturbersur tin éldmentdela famille {p~}. Ccci prouved’unepartla propo-
sition,d’autrepart quela variété LL est La reuniondedeux composantesalgébriques

irrdductibles.
Le résultatprécédentsegénéraliseaisément:

pRoposmoN.La loi suiva.ntedeL~ estrigide:

p(X1,X2) = X2

p(X1,Y~)=(l+i)~ i1,...p

REMARQUES.Si la loi dcla superalgèbredeLie Po estrigide dansL~qalorsIarestric-
tion pg de Po ~ (FP est uneloi d’algèbredeLie dedimensionp rigidc. Ccci pennet

deconstruiredessuperalgèbresdeLie ngidcsen dimensionquelconque.Parexemple
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considéronstine algèbrcdeLie rigide sur (FP On sail [G.A] qu’il exisic tin vecteurX0

dc (Fr) telque: adX0 : (FP soit diagonal.
Considéronstine baseX1,... ,X~_1forméedesvecteursproprcs.On a:

~g(X0,X1)_X~X~ i=l...p—I

Ccci étantconsidéronstineloi se supcralgèbredeLie Po sur (F’~= (F~telle
que pg soil la restrictiondc Po ~ ~“ Supposonsqu’il existetine baseY1 .. . de

(FQ tdllequc:

p0(X0,Y1) p2Y1 z= I,...,q.

Les conditionsdeJacobiimpliqucnt:

= +

ccqui montrequc Po ( Y~,Y1) estun vecteurpropredans (F~associéa Ia valeurpropre

+ )~. Si ~, + )~,n’estpasvaletir proprc alors p0(Y~,Y~)= 0. Dc mCmeon a:

+ p0(X~,p0(}~.,X0))+ 1t0(Y,,p0(X0,X,))= 0.

soil: p0(X0 , p0(X1, ~)) = + p2)p~(X2,1’~’.) ci p0(X,, 1’,.) E V1 = ~ q Prenons
parcxemplc: p, = i i = I, . . . p — I

X,=2p+i il,...q.

Danscc cas ni ~, + ~, ni Pt + n’cst valeurproprc de adX0. On en dCduit

p0(X,Y) = p(Y,Y) = 0.

PROPOSITION.ConsidCronsdansL~qp � 12 la loi définiepar

p(X0,X1)iX1 i=l,...,p—l.

p(X,,X1) =X~1 j=i+ ],...,p— I—i i= 1,2.

p(X0,1’~)(2p+i)Y~ i=1 q.

lescrochetsnonCentsétantnuls. Alorscettelo] esingide. .

La restriction p � 12 étantici pour assurerla rigidité de l’algèbrede Lie p~sur

(FP = v0 Panemêmeprocédéon pcuteonstruiredessupcralgèbrcsdc Lie rigides pour

p<. 12. Ainsi:
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mE0REME.Quelquesoit n,p, il existedans zincIoi desupcralgèbrcdeLie rigide.

.

3. Un Théorème de Rigidité

Soitm
1:[ço1]—..[ij.4] avcc’pEZ

2(p
0,p0) Sipouruncertaini<k(k.—1)/2

I ‘application m1 estinfective,alorsIa Ioi p~estngide.

Eneffet supposonsm2 injective; Si le deuxièmeproduitdeMasseyest nul, alors p~

est un élémentdu B
2(p

0,p~)ci cette loi est rigide. I.e théorèmeprécédentest une
consequencedu théorèmedu paragrapheII. .
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